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ВВЕДЕНИЕ


Реализация требований ФГОС невозможна без формирования мотиваций и  интереса к изучаемому материалу. Практико-ориентированные задачи являются тем инструментом, с помощью которого достигаются практические результаты, основанные на применении математического инструментария линейной алгебры, что способствует повышению заинтересованности обучающихся. Изучение конкретных экономических ситуаций, составление их математических моделей, анализ полученного решения развивают логическое и алгоритмическое мышление и вырабатывают умение систематизировать результат.

Цель настоящего пособия – расширить представление обучающихся о спектре задач, решаемых с помощью систем линейных неравенств, познакомить с возможностями математического моделирования при решении прикладных задач в экономике, способствовать формированию будущих профессиональных предпочтений.
В пособии рассматриваются примеры составления экономико-математических моделей различных ситуаций, характерных для практической деятельности хозяйствующих субъектов. Поиск решения и анализ его устойчивости к изменению функциональных ограничений и параметров целевой функции осуществляется при помощи геометрического метода. Математический аппарат, применяемый при изложении материала, несложен и не выходит за пределы курса математики старших классов. Примеры решений и задачи для самостоятельного решения с ответами, приведенные в каждом разделе, помогают лучше усвоить материал.
Пособие предназначено учителям, ученикам 9-11 классов и всем интересующимся практическими приложениями математического аппарата.

1. Задачи линейного программирования.


Принятие экономических решений – неотъемлемая часть повседневной жизни человека. Как потребитель человек принимает решение о выборе товаров, сравнивая их характеристики (цену, качество, необходимость и др.) и свои финансовые возможности. Как владелец ресурсов он принимает решение о их наиболее рациональном размещении. Так или иначе, в любом случае речь идет о выборе одного из ряда вариантов. Применение математического аппарата позволяет формализовать рассматриваемую проблемную ситуацию и сделать обоснованный выбор. Ряд ситуаций, связанных с нахождением оптимального решения, сводится к задаче математического (и, в частности, линейного) программирования.

Математическое программирование – раздел прикладной математики, изучающий задачи на отыскание значений параметров, обеспечивающих экстремум функции, при наличии ограничений, наложенных на аргументы.
Линейное программирование – это частный раздел оптимального (математического) программирования, изучающий задачи, в которых целевая функция задачи и ограничения, наложенные на аргументы, носят линейный характер.
Общая постановка задачи линейного программирования.


Задача линейного программирования формулируется следующим образом: найти такое решение (план) Х=(х1, х2, ..хn), при котором линейная функция 
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принимает максимальное или минимальное значение при ограничениях:
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Систему ограничений (1.2) называют функциональными ограничениями задачи линейного программирования, а ограничения (1.3) – прямыми ограничениями.

Вектор Х=(х1, х2, ..хn), удовлетворяющий системе ограничений (1.2) и (1.3), называется допустимым решением или планом задачи линейного программирования.


План (допустимое решение), который доставляет max (min) целевой функции (1.1), называется оптимальным планом (оптимальным решением) задачи линейного программирования.

Термины «решение» и «план» – синонимы, однако первый используется чаще, когда речь идет о формальной стороне задаче, а второй – о содержательной стороне (экономической интерпретации).

Канонической формой (видом) записи задачи линейного программирования называют вид, когда система функциональных ограничений (1.2) состоит из одних уравнений:
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Стандартной формой (видом) записи задачи линейного программирования называют вид, в котором система функциональных ограничений (1.2) состоит из одних неравенств. При этом, если в задаче требуется найти максимум целевой функции (
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), то все ограничения имеют смысл «
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», в противном случае – «
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Любая задача линейного программирования может быть сведена к канонической, стандартной или общей задаче.
2. Методика построения экономико-математических моделей

    и формирование универсальных учебных действий

    при решении практико-ориентированных задач
Модель – это условный образ какого – либо объекта, приближенно воссоздающий этот объект с помощью какого-либо языка. В экономико-математических моделях исследуемым объектом является экономический процесс, который описывается с помощью специально разработанных математических методов.
Экономико-математическая модель – математическое описание исследуемого экономического процесса или объекта.


Можно выделить три основных этапа проведения экономико-математического моделирования:

· постановка целей и задач исследования, проведение качественного описания объекта в виде экономической модели;
· рассмотрение альтернативных средств (способов решений), при помощи которых может быть достигнута поставленная цель;

· оценка затрат ресурсов, требующихся для каждого альтернативного средства;
· формирование математической модели объекта в соответствии с выбранным методом;

· проведение расчетов и анализ полученных результатов.
Рассмотрим примеры построения экономико-математических моделей типовых экономических задач, которые относятся к классу задач линейного программирования и могут быть решены описанными ниже методами.

1) Задача об использовании ресурсов 
(задача текущего планирования производства)

Часто в процессе оптимального производственного планирования возникают задачи, связанные с составлением плана производства товаров, обеспечивающих максимальную прибыль предприятия. Подобные задачи решаются в условиях ограниченных производственных ресурсов. Речь идет о текущем планировании, поэтому цены на готовую продукцию и потребляемые ресурсы можно считать постоянными.
Содержание задачи. Пусть планируется к производству n видов продукции, в результате выпуска единицы которой предприятие получит прибыль соответственно:
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причем максимальный объем выпуска продукции ограничен величинами:
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Расход производственных ресурсов (сырья, производственных мощностей, энергоресурсов, трудовых ресурсов и пр.) на выпуск единицы каждого продукта известно и составляет соответственно:
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где i=1, 2, …, m – число рассматриваемых в задаче ресурсов.


Известны запасы каждого вида ресурса, которыми располагает рассматриваемое предприятие:
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Сведем все данные в таблицу (табл. 1.1).
Задача: составить план выпуска продукции, реализующий максимальную прибыль, обусловленного данными запасами ресурсов.

Таблица 1.1 Содержание задачи оптимального планирования производства
	Производственные 
ресурсы
	Расход ресурсов на выпуск 1 единицы продукции каждого вида
	Производственные ограничения
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	Прибыль от реализации единицы продукции каждого вида
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	Максимальный объем выпуска
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Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим х1, х2, …, 
[image: image53.wmf]n

x

– количество продукции 1, 2, …, n-го видов, соответственно, (ед.).


Связь между потреблением ресурсов и их запасами выражается системой неравенств:
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Ещё одно ограничение связано с тем, что количество продукции каждого вида, с одной стороны есть величина неотрицательная, а с другой стороны – выпуск продукции не может превышать максимальный объем:
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В задаче необходимо определить такой план выпуска 
[image: image56.wmf]j
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, которой бы обеспечил предприятию максимальную прибыль. Суммарная прибыль может быть выражена линейной функцией:

F(x)= 
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Пример построения экономико-математической модели планирования текущего производства.

Производится два вида продукции П1 и П2, при этом используются четыре вида ресурсов Р1, Р2, Р3 и Р4. Расход ресурсов представлен в таблице.
Таблица 1.2. Расход ресурсов на производство продукции

	Виды ресурсов
	Затраты ресурсов на выпуск 
единицы продукции
	Запасы 
ресурсов

	
	П1
	П2
	

	Р1
	2
	5
	20

	Р2
	3
	1
	18

	Р3
	—
	1
	7

	Р4
	5
	—
	25

	Прибыль от единицы продукции
	22
	35
	



Задача: составить план производства продукции, при котором прибыль будет максимальной.


Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим х1, х2 – количество продукции вида П1 и П2, соответственно.


Связь между потреблением ресурсов и их запасами выражается системой неравенств:
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Суммарная прибыль может быть выражена функцией:

F(x)= 22х1+35х2
[image: image65.wmf]max
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2) Задача составления рациона (задача о диете)

Нередко возникают задачи, связанные с осуществлением рациональных покупок продовольственных товаров, обеспечивающих необходимый рацион питания.

Задачи о рациональном питании решаются в условиях ограниченного ассортимента, товарных запасов, стоимости, суточных норм потребления питательных веществ и их содержания в продуктах. В любом случае их всех вариантов требуется выбрать самый экономичный.

Содержание задачи. Допустим, имеется n видов продуктов по цене соответственно:
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причем запасы этих продуктов ограничены:
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Содержащие питательных веществ (белков, жиров, углеводов, витаминов и минеральных солей) в 1 кг каждого продукта известно и составляет соответственно:
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где i=1, 2, …, m – число рассматриваемых в задаче питательных веществ.


Известны нормы потребления каждого питательного вещества:
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Сведем все данные в таблицу (табл. 1.3).
Таблица 1.3 Содержание задачи о диете
	Питательные вещества
	Содержание питательных веществ в 1 кг продуктов
	Необходимый минимум потребления питательных веществ
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	Стоимость 1 кг продукта
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	Запас продукта
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Задача: составить дневной рацион, имеющий минимальную стоимость, в котором содержание витаминов было бы не менее установленного предела.


Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим х1, х2, …, 
[image: image99.wmf]n

x

– количество продуктов 1, 2, …, n-го видов, соответственно, (кг).


Дневное потребление витаминов и питательных веществ выражается системой неравенств:
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Еще одно ограничение связано с тем, что количество каждого продукта в рационе, с одной стороны есть величина неотрицательная, а с другой стороны – покупка ограничена запасами продукта:


[image: image101.wmf]112233
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В задаче необходимо определить такое количество продуктов 
[image: image102.wmf]j

x

, 
[image: image103.wmf]1,
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, которое бы обеспечило потребность человека в питательных веществах при минимальной стоимости набора. Суммарная стоимость может быть выражена линейной функцией:
F(x)= 
[image: image104.wmf]112233
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Пример составления задачи составления рациона.
Для поддержания нормальной жизнедеятельности человеку ежедневно необходимо потреблять 118 г белков, 56 г жиров, 500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Количество питательных веществ, содержащихся в одном кг имеющихся в наличии продуктов питания, а также их стоимость приведены в таблице (табл. 1.4). 

Таблица 1.4 Содержание питательных веществ в продуктах питания
	Питательные 
вещества
	Содержание питательных веществ в 1 кг продуктов
	Нормы 
суточного 
потребления

	
	мясо
	масло
	сыр
	крупа
	

	Белки, г
	180
	70
	260
	130
	20

	Жиры, г
	20
	865
	310
	30
	18

	Углеводы, г
	―
	6
	20
	650
	7

	Минеральные соли, г
	9
	12
	60
	20
	25

	Стоимость 1 кг продукта, ден. ед.
	120
	100
	135
	23
	



Задача: составить дневной рацион, содержащий не менее суточной нормы потребности человека в необходимых питательных веществах и обеспечивающий минимальную общую стоимость.

Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим х1, х2, х3, х4 (кг)– количество мяса, масла, сыра и крупы, соответственно.


Связь между потреблением питательных веществ и суточной потребностью человека выражается системой неравенств:




180х1+70х2+260х3+130х4
[image: image105.wmf]³

118;





20х1+865х2+310х3+30х4
[image: image106.wmf]³

56;





             6х2+20х3+650х4
[image: image107.wmf]³

500;





9х1+12х2+60х3+70х4
[image: image108.wmf]³
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х1
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0,  х2
[image: image110.wmf]³

0, х3
[image: image111.wmf]³

0,  х4
[image: image112.wmf]³
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Суммарная прибыль может быть выражена функцией:

F(x)= 120х1+100х2+135х3+23х4
[image: image113.wmf]min
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3) Рациональное распределение работников по должностям 

(задача о назначении)

Содержание задачи. На любом предприятии часто возникают задачи, связанные с рациональным распределением работников или механизмов по отдельным видам работ. Известно, что один и тот же работник может выполнить различные функции с разной производительностью в зависимости от опыта работы, квалификации, индивидуальных особенностей. Поэтому возникает задача о назначениях, предполагающая такое распределение работников, при котором производительность труда в коллективе была бы максимальной.

Допустим, имеется n работников:
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каждый из которых умеет выполнять одну 
[image: image115.wmf]j
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 из имеющихся n видов работ:
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Для каждого работника 
[image: image117.wmf]i

A

 на любом рабочем месте 
[image: image118.wmf]j

B

 известна производительность труда 
[image: image119.wmf]ij

c

. Условия задачи представим в таблице (табл. 1.5).
Таблица 1.5 Содержание задачи о назначении
	Работники
	Работы
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Задача: составить план распределения работников по должностям, реализующий максимальную производительность труда в коллективе.


Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим 
[image: image155.wmf]ij

x

– переменные назначения i, j=1, 2, …, n.

Полагаем, что если работник назначен на работу 
[image: image156.wmf]j

B

, то переменная назначения 
[image: image157.wmf]ij

x

=1, или 
[image: image158.wmf]ij

x

=0, в противном случае.

Ограничения задачи можно записать следующим образом:
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Суммарная производительность работников выражается линейной функцией:

F(x)= 
[image: image160.wmf]11
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4) Модели оптимальной загрузки производственных мощностей

Производственное предприятие имеет m видов оборудования
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работающего по одной технологии. На оборудовании производится n наименований продукции
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Причем известны величины 
[image: image163.wmf]ij

a

 – нормы расхода машинного времени i – го вида оборудования на изготовление единицы продукции вида j; 
[image: image164.wmf]i

b

 – полезное время работы оборудования i–го вида и 
[image: image165.wmf]j

q

 – плановое задание на объем выпуска продукции j–го вида. Для каждого работника 
[image: image166.wmf]i
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 на любом рабочем месте 
[image: image167.wmf]j

B

 известна производительность труда 
[image: image168.wmf]ij

c

. Условия задачи представим в таблице (табл. 1.6).
Задача: составить такое распределение объема производимой продукции по видам оборудования, при котором обеспечивается максимум прибыли при существующих ограничениях на фонд рабочего времени оборудования и план выпуска продукции.
Таблица 1.6 Содержание задачи о загрузке оборудования
	Виды оборудования
	Нормы расхода машинного времени на изготовление единицы продукции 
	Фонд рабочего времени оборудования

	
	1
	2
	…
	j
	…
	n
	

	1
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	Прибыль от единицы продукции, ден. ед.
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	Плановое задание на выпуск продукции
	
[image: image194.wmf]1
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Экономико-математическая модель задачи.


Обозначим х1, х2, …, 
[image: image198.wmf]n

x

– количество продукции 1, 2, …, n-го видов, соответственно, (ед.).


Связь между загрузкой оборудования и нормами полезного времени работы выражается системой неравенств:
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Ещё одно ограничение связано с тем, что количество продукции каждого вида должно быть не меньше соответствующего количества, определённого плановым заданием:


[image: image200.wmf]112233

,,,,,,

jjnn

xqxqxqxqxq

³³³³³

KK

.
В задаче необходимо определить такой план выпуска 
[image: image201.wmf]j

x

, 
[image: image202.wmf]1,
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, которой бы обеспечил предприятию максимальную прибыль. Суммарная прибыль может быть выражена линейной функцией:
F(x)= 
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3. Геометрический (графический) метод решения

Рассмотрим задачу линейного программирования в стандартной форме, содержащую две переменные:


[image: image204.wmf]extr

x

c

x

c

x

F

Þ

+

=

2

2

1

1

)

(



[image: image205.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

³

³

£

+

£

+

£

+

.

0

,

0

,

...

,

,

2

1

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

x

x

b

x

a

x

a

b

x

a

x

a

b

x

a

x

a

m

m

m


Геометрически задача линейного программирования представляет собой отыскание такой точки многогранника решений, координаты которой доставляют линейной функции максимальное (или минимальное) значение, причем допустимыми решениями являются все точки многогранника решений.

Алгоритм геометрического метода решения 

задачи линейного программирования.
1. Сначала строится многоугольная область допустимых решений (ОДР), соответствующая ограничениям. Далее строится вектор-градиент линейной формы 
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2. В области допустимых решений выбираем некоторую точку 
[image: image207.wmf]0

x

 и строим линию уровня линейной формы 
[image: image208.wmf])
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3. Для нахождения максимума функции 
[image: image209.wmf])
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 прямая, соответствующая линии уровня 
[image: image210.wmf])
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, перпендикулярная вектору-градиенту, передвигается в направлении этого вектора до тех пор, пока не покинет пределов многоугольной области. Предельная точка (или точки) области при этом движении и является точкой максимума.

4. Для нахождения координат точки максимума функции 
[image: image211.wmf])
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 достаточно решить систему уравнений, состоящую из уравнений прямых, дающих в пересечении точку максимума. Значение функции 
[image: image212.wmf])
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, найденное в полученной точке, является максимальным.


Для нахождения минимума функции 
[image: image213.wmf])
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 прямая 
[image: image214.wmf])
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 передвигается в направлении противоположном направлению вектора-градиента до тех пор, пока не покинет пределов многоугольной области. Предельная точка (или точки) области при этом движении и является точкой минимума.

Особые случаи при решении задач линейного программирования 

геометрическим методом.

1. Если прямая 
[image: image215.wmf])
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, соответствующая линии уровня, при своем движении не покидает допустимой области решений, то соответствующий максимум (минимум) 
[image: image216.wmf])
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 не существует, то есть линейная функция неограниченно возрастает (убывает). В таком случае ответ записывается в следующем виде 
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2. Если система ограничений задачи несовместна, то область допустимых решений системы ограничений представляет собой пустое множество. Очевидно, в таких задачах нет оптимальных решений и нет смысла строить линию уровня.

3. Если прямая, отображающая линию уровня 
[image: image219.wmf])
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, параллельна одной из сторон области допустимых решений, причем эта сторона расположена в направлении смещения линии уровня при стремлении целевой функции к своему оптимуму, то в этом случае оптимальное значение целевой функции достигается не в одной точке, а во всех точках отрезка, то есть задача имеет бесчисленное множество решений.

Замечание. Рассмотренный геометрический метод решения задач линейного программирования обладает рядом достоинств. Он прост, нагляден, позволяет легко и быстро получить ответ.

Однако геометрический метод решения никак не может удовлетворить ни математиков, ни экономистов. Возможны погрешности, которые неизбежно возникают при приближенном построении графиков. Второй недостаток геометрического метода заключается в том, что многие величины, имеющие четкий экономический смысл (такие, как остатки ресурсов производства, избыток питательных веществ и т.п.) не выявляются при геометрическом методе решения задач.
Пример 1. С помощью геометрического метода решить задачу линейного программирования:
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I этап – построение области допустимых решений системы ограничений.  Рассмотрим первое ограничение:
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разобьём неравенство на уравнение и строгое неравенство
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     Графическим решением уравнения является прямая. Для построения прямой достаточно определить две точки, принадлежащие данной прямой. 

     Пусть 
[image: image224.wmf]0
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x

, тогда 
[image: image225.wmf]5
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, получили точку 
[image: image226.wmf](0;5)

.

     Пусть 
[image: image227.wmf]0
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, тогда 
[image: image228.wmf]3

1

=

x

, получили точку 
[image: image229.wmf](3;0)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.1) прямую цифрой 
[image: image230.wmf]1

.


[image: image231.wmf]15
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     Графическим решением неравенства является одна из полуплоскостей, на которые разделила плоскость прямая 
[image: image232.wmf]1

. Чтобы выбрать нужную полуплоскость, возьмем контрольную точку (любую точку, нележащую на прямой 
[image: image233.wmf]1

). Если контрольная точка удовлетворяет неравенству, то выбираем полуплоскость, содержащую контрольную точку, если не удовлетворяет неравенству, выбираем полуплоскость, несодержащую контрольную точку. Возьмем контрольную точку 
[image: image234.wmf](0;0)

. Подставим в неравенство:

[image: image235.wmf]15
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.
     Так как контрольная точка не удовлетворяет неравенству, то выбираем правую верхнюю полуплоскость.

Рассмотрим второе ограничение:


[image: image236.wmf]12
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[image: image237.wmf]6
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     Пусть 
[image: image238.wmf]0
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, тогда 
[image: image239.wmf]6
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, получили точку 
[image: image240.wmf](0;6)

.

     Пусть 
[image: image241.wmf]0
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, тогда 
[image: image242.wmf]1
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, получили точку 
[image: image243.wmf](1;0)

-

.

     Обозначим на графике (рис. 3.1) прямую цифрой 
[image: image244.wmf]2

.
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     Контрольная точка 
[image: image246.wmf](0;0)

. Подставим её в неравенство:

[image: image247.wmf]6
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     Так как контрольная точка удовлетворяет неравенству, то выбираем правую нижнюю полуплоскость. 

Рассмотрим третье ограничение:


[image: image248.wmf]0
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[image: image249.wmf]12
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     Пусть 
[image: image250.wmf]0
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, тогда 
[image: image251.wmf]0
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, получили точку 
[image: image252.wmf](0;0)

.

     Пусть 
[image: image253.wmf]1
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, тогда 
[image: image254.wmf]2
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, получили точку 
[image: image255.wmf](1;2)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.1) прямую цифрой 
[image: image256.wmf]3

.
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     Контрольная точка 
[image: image258.wmf](0;3)
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[image: image259.wmf]0
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     Так как контрольная точка удовлетворяет неравенству, то выбираем левую верхнюю полуплоскость.

Рассмотрим четвертое ограничение:


[image: image260.wmf]6
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[image: image261.wmf]6
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     Прямая, проходящая параллельно оси 
[image: image262.wmf]1
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 через точку 
[image: image263.wmf](0;6)

.

     Обозначим на графике прямую (рис. 3.1) цифрой 
[image: image264.wmf]4

.
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Заштрихуем нижнюю полуплоскость.

Cистема ограничений 
[image: image266.wmf]0
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 описывает первую четверть плоскости 
[image: image267.wmf]2
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 и положительные полуоси 
[image: image268.wmf]1
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 и 
[image: image269.wmf]2
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.

Получили область допустимых решений: 
[image: image270.wmf]АВСД

.
II этап – построение вектора-градиента.
 Построим вектор-градиент по правилу
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[image: image272.wmf](2;2)
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III этап –построение линии уровня 
[image: image273.wmf])
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Выберем точку 
[image: image274.wmf]0

x

, принадлежащую области допустимых решений. Например, 
[image: image275.wmf]0
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. Вычислим значение функции в выбранной точке: 
[image: image276.wmf]12
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. Построим линию уровня 
[image: image277.wmf]12
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Рисунок 3.1.

IV этап – нахождение экстремумов целевой функции.
Чтобы найти точку максимума, будем перемещать линию уровня в направлении вектора-градиента до границы области допустимых решений. Граничная точка при таком движении будет точкой максимума (точка 
[image: image279.wmf]В

).


Найдем координаты точки 
[image: image280.wmf]В

:
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Получили координаты точки максимума – 
[image: image284.wmf](3;6)

:
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6

2

3

2

)

(

)

(

max

=

×

+

×

=

=

В

F

x

F

.
Чтобы найти точку минимума, будем перемещать линию уровня в направлении противоположном вектору-градиенту до границы области допустимых решений (точка 
[image: image286.wmf]А

 – точка минимума).

Найдем координаты точки 
[image: image287.wmf]А

. Составим систему уравнений из первого и третьего ограничений, т.к. точка 
[image: image288.wmf]А

 лежит на пересечении 
[image: image289.wmf]1

 и 
[image: image290.wmf]3

 прямых:
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Подставим координаты точки минимума 
[image: image294.wmf]А

 в функцию цели:
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Пример 2. С помощью геометрического метода решить задачу линейного программирования:
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I этап – построение области допустимых решений системы ограничений. 

Рассмотрим первое ограничение:


[image: image298.wmf]12
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     Пусть 
[image: image300.wmf]0
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, тогда 
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, получили точку 
[image: image302.wmf](0;5)

.

     Пусть 
[image: image303.wmf]0
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, тогда 
[image: image304.wmf]1
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, получили точку 
[image: image305.wmf](5;0)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.2) прямую цифрой 
[image: image306.wmf]1

.
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     Возьмем контрольную точку 
[image: image308.wmf](0;0)

. Подставим в неравенство:

[image: image309.wmf]005
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.
     Так как контрольная точка не удовлетворяет неравенству, то выбираем правую верхнюю полуплоскость.

Рассмотрим второе ограничение:


[image: image310.wmf]12

320

xx

-³



[image: image311.wmf]12

320

xx

-=


     Пусть 
[image: image312.wmf]0
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, тогда 0, получили точку 
[image: image313.wmf](0;0)

.

     Пусть 
[image: image314.wmf]2
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, тогда 
[image: image315.wmf]1
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, получили точку 
[image: image316.wmf](2;3)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.2) прямую цифрой 
[image: image317.wmf]2

.


[image: image318.wmf]12
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     Контрольная точка 
[image: image319.wmf](1;0)

. Подставим её в неравенство:

[image: image320.wmf]31200
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.

     Так как контрольная точка удовлетворяет неравенству, то выбираем правую нижнюю полуплоскость. 

Рассмотрим третье ограничение:
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     Пусть 
[image: image323.wmf]0
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, тогда 
[image: image324.wmf]2

3

x

=-

, получили точку 
[image: image325.wmf](0;3)
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.

     Пусть 
[image: image326.wmf]2
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, тогда 
[image: image327.wmf]1
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, получили точку 
[image: image328.wmf](6;0)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.2) прямую цифрой 
[image: image329.wmf]3

.
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     Контрольная точка 
[image: image331.wmf](0;0)

. 


[image: image332.wmf]06
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.
     Так как контрольная точка удовлетворяет неравенству, то выбираем левую верхнюю полуплоскость.

Рассмотрим четвертое ограничение:


[image: image333.wmf]1
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[image: image334.wmf]1
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     Прямая, проходящая параллельно оси 
[image: image335.wmf]2
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 через точку 
[image: image336.wmf](3;0)

.

     Обозначим на графике прямую (рис. 3.2) цифрой 
[image: image337.wmf]4

.
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Выбираем правую полуплоскость.

Cистема ограничений 
[image: image339.wmf]0
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 описывает первую четверть плоскости 
[image: image340.wmf]2
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 и положительные полуоси 
[image: image341.wmf]1
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 и 
[image: image342.wmf]2
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.

Получили область допустимых решений, вершины которой обозначены: 
[image: image343.wmf],,,
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.
II этап – построение вектора-градиента.
 Построим вектор-градиент по правилу
[image: image344.wmf]12
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[image: image345.wmf](3;1)
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III этап –построение линии уровня 
[image: image346.wmf])
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Выберем точку 
[image: image347.wmf]0

x

, принадлежащую области допустимых решений. Например, 
[image: image348.wmf]0

(3;2)

x

. Вычислим значение функции в выбранной точке: 
[image: image349.wmf]0
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. Построим линию уровня 
[image: image350.wmf]12
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.
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Рисунок 3.2.

IV этап – нахождение экстремумов целевой функции.
Чтобы найти точку максимума, будем перемещать линию уровня в направлении вектора-градиента до границы области допустимых решений. Граничная точка при таком движении будет точкой максимума (точка 
[image: image352.wmf]A

).


Найдем координаты точки 
[image: image353.wmf]A

:
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Получили координаты точки максимума – 
[image: image357.wmf](3;4,5)

:

[image: image358.wmf]max()(3;4,5)334,54,5
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Чтобы найти точку минимума, будем перемещать линию уровня в направлении противоположном вектору-градиенту. Поскольку область неограниченна справа, то конечного минимума не существует.
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Пример 3. С помощью геометрического метода решить задачу линейного программирования:
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I этап – построение области допустимых решений системы ограничений. 

Рассмотрим первое ограничение:


[image: image362.wmf]12
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     Пусть 
[image: image364.wmf]0
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, тогда 
[image: image365.wmf]2
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, получили точку 
[image: image366.wmf](0;2)
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.

     Пусть 
[image: image367.wmf]0
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, тогда 
[image: image368.wmf]1
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, получили точку 
[image: image369.wmf](2;0)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.3) прямую цифрой 
[image: image370.wmf]1

.
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     Возьмем контрольную точку 
[image: image372.wmf](0;0)

. Подставим в неравенство:

[image: image373.wmf]002
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.
     Так как контрольная точка не удовлетворяет неравенству, то выбираем правую нижнюю полуплоскость.

Рассмотрим второе ограничение:
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[image: image375.wmf]12
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     Прямая проходит через точки с координатами 
[image: image376.wmf](4;0)

 и 
[image: image377.wmf](0;8)

.

     Обозначим на графике (рис. 3.3) прямую цифрой 
[image: image378.wmf]2

.
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Подставим контрольную точку (0; 0) в неравенство:

[image: image380.wmf]2008
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.

     Выбираем правую верхнюю полуплоскость. 
Рассмотрим третье ограничение:
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     Прямая проходит через точки с координатами 
[image: image383.wmf](3;0)

 и 
[image: image384.wmf](0;15)

.
     Обозначим на графике (рис. 3.3) прямую цифрой 
[image: image385.wmf]3

.
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Подставим контрольную точку (0; 0) в неравенство:

[image: image387.wmf]015
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     Выбираем правую верхнюю полуплоскость.

Рассмотрим четвертое ограничение:
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[image: image389.wmf]2
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     Прямая, проходящая параллельно оси 
[image: image390.wmf]1
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 через точку 
[image: image391.wmf](0;2)

.

     Обозначим на графике прямую (рис. 3.3) цифрой 
[image: image392.wmf]4

.
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Выбираем нижнюю полуплоскость.

Cистема ограничений 
[image: image394.wmf]0
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 описывает первую четверть плоскости 
[image: image395.wmf]2
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 и положительные полуоси 
[image: image396.wmf]1
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 и 
[image: image397.wmf]2

Ox

.
[image: image398.png]



Рисунок 3.3.
Система линейных неравенств задачи является несовместной. Таким образом, задача не имеет решений.
Задачи для самостоятельного решения


С помощью геометрического метода решить задачи линейного программирования:
Задача № 1.
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Задача № 2.
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Задача № 3.
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Задача № 4.
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Составить экономико-математические модели следующих задач

и решить их с помощью геометрического метода.

Задача № 5.

Совхоз закупает удобрения двух видов. 
[image: image407.wmf]B

 единице массы удобрения I вида содержится 3 усл. ед. химического вещества 
[image: image408.wmf]A

, 2 − вещества В и 1 – вещества 
[image: image409.wmf]C

, в единице массы удобрения II вида – 1 усл. ед. вещества 
[image: image410.wmf]A

, 1 − вещества 
[image: image411.wmf]B

 и 1 – вещества 
[image: image412.wmf]C

. На 1 га почвы необходимо внести не менее 9 усл. ед. вещества 
[image: image413.wmf]A

, 8 – вещества 
[image: image414.wmf]B

 и 6 – вещества 
[image: image415.wmf]C

. Составить наиболее экономичный план закупки удобрений (в расчете на 1 га), если цены закупки удобрений (на 1 ед. массы) следующие: I вида – 3 ден. ед., II вида –  2 ден. ед.

Задача № 6.

Для производства двух видов продукции (
[image: image416.wmf]A

 и 
[image: image417.wmf]B

) предприятие должно использовать оборудование трех видов (I, II,и III), имеющееся в количествах соответственно 8, 6 и 9 ед. По техническим условиям для производства 1 изделия продукции 
[image: image418.wmf]A

 требуется 2 ед. оборудования I вида, 1 ед. оборудования II вида и 3 ед. оборудования III вида, а для производства 1 изделия продукции 
[image: image419.wmf]B

 — по 2 ед. оборудования I и II видов. Известно, что от реализации 1 изделия продукции 
[image: image420.wmf]A

 предприятие получит 1 ден. ед. прибыли, 1 изделия продукции 
[image: image421.wmf]B

 — 3 ден. ед. Сколько единиц продукции каждого вида должно выпустить предприятие, чтобы получить наибольшую прибыль?

4. Анализ оптимального решения 

задачи линейного программирования 

на чувствительность геометрическим методом

Для анализа экономических моделей кроме нахождения оптимального решения должно быть обеспечено получение дополнительной информации о возможных изменениях решения при изменении параметров системы. Эту часть исследования обычно называют анализом модели на чувствительность. Он необходим, например, в тех случаях, когда некоторые характеристики исследуемой системы не поддаются точной оценке.

Анализ моделей на чувствительность позволяет выявить чувствительность оптимального решения к определенным изменениям исходных условий, например:

- изменениям запасов исходных продуктов

- изменениям рыночного спроса на изделия

- изменениям рыночных цен на изделия.

Каждое ограничение задачи линейного программирования представляется прямой, соответствующей уравнению ограничений линейной модели. 

Дефицитным ограничением является то, для которого прямая, соответствующая ограничению, проходит через оптимальную точку. В этом случае выражение ограничения используется как равенство, т.е. описываемое им условие выполняется на пределе. 

В противном случае ограничение относится к разряду недефицитных, т.е. выполняющихся с запасом. 

Изменению ограничения соответствует изменение правой части неравенства. Изменение значения правой части неравенства выражается параллельным перемещением отображающей его прямой.

Пример. Проанализировать решение задачи на чувствительность к изменению исходных условий:
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I. Перед проведением анализа на чувствительность необходимо найти оптимальное решение задачи. Решим задачу линейного программирования графическим методом (рис. 4.1).
[image: image424.jpg]0





Рисунок 4.1.

Получили область допустимых решений: 
[image: image425.wmf]OABCD

. Вектор-градиент: 
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Получили точку максимума
[image: image428.wmf]C

. Найдем её координаты:
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[image: image434.wmf].
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II. Проведем анализ устойчивости оптимального решения к изменению коэффициентов правой части (например, к изменению запасов исходных ресурсов)
1) Приводим неравенства системы ограничений задачи к единому смыслу:

· если задача на 
[image: image435.wmf]max

, то все ограничения надо привести к смыслу „
[image: image436.wmf]£

”;

· если задача на 
[image: image437.wmf]min

, то все ограничения надо привести к смыслу „
[image: image438.wmf]³

”.
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2) Определяем дефицитные ограничения задачи.

Определение: Ограничение задачи называется дефицитным, если соответствующая ему прямая проходит через точку оптимума.

В данной задаче дефицитными являются первое и второе ограничения, т.к. точка максимума лежит на пересечении прямых 
[image: image440.wmf]1

 и 
[image: image441.wmf]2

.

3) Проводим улучшение оптимального решения задачи за счет изменения дефицитных ограничений
Увеличение профицитных (избыточных) ресурсов не приводит к изменению оптимального решения задачи. Рассмотрим увеличение дефицитных ресурсов задачи.

а) Ресурс 
[image: image442.wmf]А

 (запас исходного продукта 
[image: image443.wmf]А

) соответствует прямой 
[image: image444.wmf]1

. При увеличении ресурса 
[image: image445.wmf]А

 прямая 
[image: image446.wmf]1

 будет перемещаться вверх параллельно самой себе:
[image: image447.jpg]=N





Рисунок 4.2.
Пределом увеличения ресурса 
[image: image448.wmf]А

 является точка 
[image: image449.wmf]'

D

 пересечения ресурса 
[image: image450.wmf]Б

 и оси 
[image: image451.wmf]2

Ox

, т.к. в этой точке ресурс 
[image: image452.wmf]А

 перестает быть дефицитным, и его дальнейшее увеличение уже не будет влиять на оптимальное решение.

Получили новую область допустимых решений: 
[image: image453.wmf]'

OABCD

 (рис. 4.2.). Оптимальная точка теперь будет 
[image: image454.wmf]'

D

. Её координаты: 
[image: image455.wmf])
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Новый запас ресурса 
[image: image456.wmf]А

 равен (подставим координаты точки 
[image: image457.wmf]'

D

 в первое ограничение системы): 
[image: image458.wmf]50
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 ед. Старый запас ресурса 
[image: image459.wmf]А

 (по условию задачи) равен 40 ед. Следовательно, максимально возможный прирост ресурса 
[image: image460.wmf]А

 составил 
[image: image461.wmf]10
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 ед., т.е. запас исходного продукта 
[image: image462.wmf]А

 можно увеличить до 10 ед.

Найдем новое максимальное значение целевой функции задачи:


[image: image463.wmf].

20

10

2

0

2

)

'

(

)

(

'

max

=

×

+

×

=

=

D

F

x

F


Увеличение целевой функции составило
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Вывод: Увеличение ресурса 
[image: image465.wmf]А

 возможно до 
[image: image466.wmf]10

 ед., что приводит к увеличению оптимального значения функции на 
[image: image467.wmf]13
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 ед. Новая точка максимума будет  иметь координаты 
[image: image468.wmf])
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б) Ресурс 
[image: image469.wmf]Б

 (запас исходного продукта 
[image: image470.wmf]Б

) соответствует прямой 
[image: image471.wmf]2

. При увеличении ресурса 
[image: image472.wmf]Б

 прямая 
[image: image473.wmf]2

 будет перемещаться вверх параллельно самой себе:
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Рисунок 4.3.

Пределом увеличения ресурса 
[image: image475.wmf]Б

 является точка 
[image: image476.wmf]'

B

 пересечения ресурсов 
[image: image477.wmf]А

 и 
[image: image478.wmf]Б

, т.к. в этой точке ресурс 
[image: image479.wmf]Б

 перестает быть дефицитным, и его дальнейшее увеличение уже не будет влиять на оптимальное решение.

Получили новую область допустимых решений: 
[image: image480.wmf]CD

OAB

'

. Оптимальная точка теперь будет 
[image: image481.wmf]'
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. Её координаты: 
[image: image482.wmf])

8

,

4

;

4

(

.

Новый запас ресурса 
[image: image483.wmf]Б

 равен (подставим координаты точки 
[image: image484.wmf]'
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 во второе ограничение системы): 
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 ед. Старый запас ресурса 
[image: image486.wmf]Б

 (по условию задачи) равен 30 ед. Следовательно, максимально возможный прирост ресурса 
[image: image487.wmf]Б

 составил 
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 ед., т.е. запас исходного продукта 
[image: image489.wmf]Б

 можно увеличить до 4,4 ед.

Найдем новое максимальное значение целевой функции задачи:


[image: image490.wmf]6

,

17

8

,

4

2

4

2

)

'

(

)

(

'

max

=

×

+

×

=

=

B

F

x

F

.

Увеличение целевой функции составило 
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Вывод: Увеличение ресурса 
[image: image492.wmf]Б

 возможно до 
[image: image493.wmf]4

,

4

 ед., что приводит к увеличению оптимального значения функции на 
[image: image494.wmf]65

44

 ед. Новая точка максимума будет  иметь координаты 
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4) Степень чувствительности оптимального решения к изменениям дефицитных ресурсов

По результатам предыдущего анализа известны пределы увеличения дефицитных ресурсов и приращения целевой функции за счет этого. Можно найти величину ценности 
[image: image496.wmf]i
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 единицы 
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го дефицитного ресурса из соотношения:
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Для дефицитного ресурса 
[image: image499.wmf]А

: 
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Для дефицитного ресурса 
[image: image501.wmf]Б

: 
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Так как 
[image: image503.wmf]2
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, то увеличение ресурса 
[image: image504.wmf]А

 на 
[image: image505.wmf]1

 ед. даст большее увеличение целевой функции, следовательно, выгоднее увеличивать запас ресурса 
[image: image506.wmf]А

.

Величины ценности профицитных ресурсов всегда равны нулю (т.к. они избыточны, неценны), т.е. 
[image: image507.wmf]0
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III. Пределы изменения коэффициентов целевой функции без изменения оптимального решения (например, пределы изменения рыночных цен на изделия).

Цены реализации изделий представляются коэффициентами целевой функции, которые отражают наклон прямой, соответствующей линии уровня целевой функции.

Пусть целевая функции имеет общий вид 
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, тогда угловой коэффициент линий уровня равен 
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Покажем, как вращается вокруг оптимальной точки линия, отображающая целевую функцию
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Рисунок 4.4.
Так как прямые 
[image: image511.wmf]1

 и 
[image: image512.wmf]2

 проходят через точку максимума, то для угловых коэффициентов прямых должно выполняться неравенство:
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Угловые коэффициенты прямых: 
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Следовательно, 
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· Подставим в неравенство 
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 и найдем пределы изменения величины 
[image: image519.wmf]b
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, следовательно, 
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· Подставим в неравенство 
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 и найдем пределы изменения величины 
[image: image523.wmf]a

:
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Задачи для самостоятельного решения.

1. Решить задачи графическим методом.

2. Привести ограничения задачи к единому смыслу.

3. Выполнить анализ устойчивости решения задачи к изменению дефицитных ограничений.

4. Найти величины ценности ограничений 
[image: image526.wmf]i

y

.

5. Найти пределы изменения коэффициентов целевой функции.

Задача № 7.
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[image: image528.wmf]max
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Задача № 8.
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[image: image530.wmf]max
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Задача № 9. Для производства двух видов продукции (
[image: image531.wmf]A

 и 
[image: image532.wmf]B

) предприятие должно использовать оборудование трех видов (I, II,и III), имеющееся в количествах соответственно 8, 6 и 9 ед. По техническим условиям для производства 1 изделия продукции 
[image: image533.wmf]A

 требуется 2 ед. оборудования I вида, 1 ед. оборудования II вида и 3 ед. оборудования III вида, а для производства 1 изделия продукции 
[image: image534.wmf]B

 — по 2 ед. оборудования I и II видов. Известно, что от реализации 1 изделия продукции 
[image: image535.wmf]A

 предприятие получит 1 ден.ед. прибыли, 1 изделия продукции 
[image: image536.wmf]B

 — 3 ден. ед. Сколько единиц продукции каждого вида должно выпустить предприятие, чтобы получить наибольшую прибыль?

Задача № 10. Фирма производит два вида изделий 
[image: image537.wmf]A

 и 
[image: image538.wmf]Б

, рынок которых неограничен. Каждое изделие должно пройти обработку на каждой из машин 1, 2 и 3. Время обработки (в часах) для каждого из изделий 
[image: image539.wmf]A

 на машинах 1, 2 и 3 составляет 0,5 ч., 0,4 ч. и 0,2 ч. соответственно, а для каждого из изделий 
[image: image540.wmf]Б

 время обработки на этих машинах равно соответственно 0,25 ч., 0,3 ч. и 0,4 ч.

Ресурсы времени работы машин 1, 2 и 3 типов составляют 40, 36 и 36 часов в неделю соответственно; прибыль от изделий 
[image: image541.wmf]A

 и 
[image: image542.wmf]Б

 равна соответственно 5 и 3 ден. единицы за одно изделие. Определить недельный план выпуска изделий 
[image: image543.wmf]A

 и 
[image: image544.wmf]Б

, максимизирующий прибыль.

Задача № 11. Предприятие производит полки для ванных комнат двух размеров 
[image: image545.wmf]A

 и 
[image: image546.wmf]Б

. Служба маркетинга определила, что на рынке может быть реализовано до 550 полок в неделю, а объем поставляемого на предприятие материала, из которого делают полки, равен 1200 м2 в неделю. Для каждой полки типов 
[image: image547.wmf]A

 и 
[image: image548.wmf]Б

 требуется 2 м2 и 3 м2 материала соответственно, а затраты станочного времени на обработку одной полки типа 
[image: image549.wmf]A

 и 
[image: image550.wmf]Б

 составляют соответственно 12 и 30 минут. общий недельный фонд станочного времени равен 160 часов, а прибыль от продажи каждой полки типов 
[image: image551.wmf]A

 и 
[image: image552.wmf]Б

 составляет 3 и 4 ден. ед. соответственно. Определить, сколько полок каждого вида следует выпускать в неделю для получения максимальной прибыли.
Задача № 12. Из 505 м2 ткани нужно сшить не более 150 женских и не более 100 детских платьев. На пошив одного женского и детского платьев требуется соответственно 3 м2 и 1 м2 ткани. При реализации каждого женского платья получают 10 ден. единиц прибыли, а детского – 5 ден. единиц. Сколько нужно сшить женских и детских платьев, чтобы получить наибольшую прибыль?
Ответы.
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5. Минимальная стоимость 
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 ден. ед.при закупке 2 усл.ед. I вида и 4 усл.ед. II вида;

6. Максимальная прибыль составит 
[image: image559.wmf]9

 ден. ед. при выпуске трех единиц продукции второго вида (
[image: image560.wmf]B

).
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